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A T67642-ES OTKA PA´LYA´ZAT ZA´RO´JELENTE´SE
A KUTATA´S EREDME´NYEI
A pa´lya´zat ta´mogata´sa´val 29 dolgozatot ı´rtam, ezek ko¨zu¨l 25 ma´r meg is
jelent nemzetko¨zi szakfolyo´iratokban, 4 megjelene´s alatt van illetve nemzet-
ko¨zi konferencia´kon 10 elo˝ada´st tartottam.
A Fourier sorok elme´lete hosszu´ mu´ltra tekinthet vissza. E te´ma legme´-
lyebb te´tele´t Carleson bizony´ıtotta 1969-ben: egy tetszo˝leges egyva´ltozo´s
Lp-beli (1 < p < ∞) fu¨ggve´ny Fourier sora majdnem mindenu¨tt konverga´l
a fu¨ggve´nyhez. Az o¨sszegze´si elja´ra´sok a Fourier anal´ızis egy fontos a´ga´t
alkotja´k. Ismeretes, hogy ha egy Fourier sor re´szleto¨sszegei divergensek,
egy alkalmas o¨sszegze´si elja´ra´ssal kaphatunk konvergencia´t. Pe´lda´ul egy
L1-beli fu¨ggve´ny Fourier vagy Walsh-Fourier sora lehet divergens, de Feje´r
ko¨zepei majdnem mindenu¨tt konverga´lnak a fu¨ggve´nyhez. Hasonlo´an az
inverz Fourier transzforma´ltra vonatkozo´ egyenlo˝se´get (amely csak “sze´p
fu¨ggve´nyekre” mu˝ko¨dik) is ki lehet terjeszteni egy ta´gabb fu¨ggve´nyoszta´lyra
egy alkalmas o¨sszegze´ssel. Az elmu´lt ido˝ben sok kutato´ foglalkozott az-
zal, hogyan lehet ezeket az eredme´nyeket a´ltala´nos´ıtani to¨bbva´ltozo´s Fourier
sorokra.
A Ga´bor anal´ızis (vagy ido˝-frekvencia anal´ızis) is az elmu´lt 20 e´vben
keru¨lt az e´rdeklo˝de´s ko¨ze´ppontja´ba. A magyar Ga´bor De´nes o¨tlete´re alapozva
Janssen, Daubechies, Feichtinger, Benedetto, Christensen, Gro¨chenig, Heil
e´s Walnut munka´ssa´ga nyoma´n va´lt az ido˝-frekvencia anal´ızis a harmonikus
anal´ızis o¨na´llo´, gyorsan fejlo˝do˝ a´ga´va´. A Ga´bor anal´ızisnek sza´mos gya-
korlati alkalmaza´sa van, pl. a ke´p- e´s jelfeldolgoza´sban, illetve a kommu-
nika´cio´elme´letben (mobil telefonok). A Ga´bor anal´ızis alapja´ban ve´ve loka´lis
Fourier elme´letnek tekintheto˝, szemben a Fourier sorokkal, amely csak pe-
riodikus fu¨ggve´nyekkel foglalkozik, vagy a Fourier transzforma´lttal, amely
csak globa´lis ke´pet ad a fu¨ggve´ny viselkede´se´ro˝l. Az ido˝-frekvencia anal´ızis
Ga´bor frame-ekkel foglalkozik, azaz
{MβnTαkg : k, n ∈ Zd}
alaku´ frame-ekkel, ahol g ∈ L2(Rd) egy ablakfu¨ggve´ny, M a modula´cio´s T
pedig az eltola´s opera´tor. A frame nem felte´tlen linea´risan fu¨ggetlen vagy
ortonorma´lt rendszer.
Sza´mos terme´szetes kapcsolat van a szumma´cio´elme´let e´s a Ga´bor anal´ızis
ko¨zo¨tt. Ezen pa´lya´zat keretein belu¨l alapveto˝en ke´t ira´nyban folytattam a
kutata´saimat. Egyre´szro˝l a Ga´bor anal´ızis eszko¨zeivel, illetve az ott haszna´lt
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terekkel vizsga´ltam a Fourier sorok e´s transzforma´ltak o¨sszegze´seit. Ma´sre´sz-
ro˝l az o¨sszegze´si elja´ra´sokat alkalmaztam a Ga´bor anal´ızisben, e´s a Ga´bor
sorok, illetve Ga´bor transzforma´lt o¨sszegze´seivel foglalkoztam. Ez a te´ma
igen u´jnak mondhato´, a szakirodalomban alig-alig fordulnak elo˝ erre vonat-
kozo´ eredme´nyek.
A Ga´bor sorfejte´sekre ismeretes, hogy ha g e´s γ ne´gyzetesen integra´lhato´
fu¨ggve´nyek dua´lis Ga´bor frame-eket genera´lnak akkor
f =
∑
k∈Zd
∑
n∈Zd
〈f,MβnTαkγ〉MβnTαkg
L2-norma´ban. Megvizsga´ltam ennek a konvergencia´nak a kiterjeszte´seit mo-
dula´cio´s terekben, ha g e´s γ mindketten a Feichtinger algebra´ban vannak,
illetve Lp (1 < p <∞) terekben, ha g e´s γ a W (L∞, `1) Wiener amalga´m te´r
elemei. Hasonlo´an a Fourier sorok elme´lete´hez ez nem mu˝ko¨dik, ha p = 1
vagy p =∞. Ha a Ga´bor sor egy o¨sszegze´se´t vesszu¨k, akkor az elo˝zo˝ konver-
genciaeredme´ny ma´r igaz p = 1-re, illetve bizonyos esetben p =∞-re. Ga´bor
sorok o¨sszegze´seinek majdnem mindenu¨tt valo´ konvergencia´ja´val is foglalkoz-
tam. Igazoltam a jo´l ismert Feje´r illetve Lebesgue te´telek megfelelo˝je´t Ga´bor
sorokra, azaz, hogy egy integra´lhato´ fu¨ggve´ny Ga´bor sora´nak o¨sszegze´se
majdnem mindenu¨tt tart a fu¨ggve´nyhez. Az o¨sszegze´st egy θ fu¨ggve´ny
seg´ıtse´ge´vel definia´ltam (u´gynevezett θ-o¨sszegze´s), ami tartalmazza az o¨sszes
jo´l ismert o¨sszegze´st, pe´lda´ul a Feje´r, Riesz, Weierstrass, Picard, Bessel
e´s Riemann o¨sszegze´seket. A´ltala´nosan, ha θ egy Herz te´rben van, akkor
a Ga´bor sor o¨sszegze´se majdnem mindenu¨tt konverga´l. Ennek nagyfoku´
a´ltala´nos´ıta´sake´nt kaptam, ha f a W (L1, `∞) Wiener amalga´m te´rben van,
ami sokkal nagyobb, mint az L1 te´r, akkor is igaz a majdnem mindenu¨tt valo´
konvergencia. Mindeko¨zben a Hardy-Littlewood egyenlo˝tlense´g u´j va´ltozatait
is bebizony´ıtottam.
Ismeretes a Ga´bor egyu¨tthato´kra, hogy
A‖f‖2 ≤
( ∑
k,n∈Zd
|〈f,MβnTαkg〉|2
)1/2
≤ B‖f‖2.
Ennek az egyenlo˝tlense´gnek le´tezik kiterjeszte´se modula´cio´s terekre e´s Lp
(1 < p < ∞) terekre is. O¨sszhangban a Ga´bor anal´ızis gondolataival
megvizsga´ltam egy u´j Hardy teret, az u´gynevezett loka´lis Hardy teret. A´l-
tala´nos´ıtva az elo˝zo˝ modula´cio´s e´s az Lp terekre vonatkozo´ eredme´nyt, szu¨k-
se´ges e´s ele´gse´ges felte´telt adtam a Ga´bor egyu¨tthato´k seg´ıtse´ge´vel arra, hogy
egy fu¨ggve´ny a loka´lis Hardy te´rben legyen. A ro¨vid-ido˜ Fourier transz-
forma´ltra vonatkozo´ multiplier te´teleket bizony´ıtottam. Az inverz Ga´bor
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transzforma´ltra u´j konvergencia te´teleket la´ttam be a Riemann ko¨zel´ıto˜ o¨ssze-
gek seg´ıtse´ge´vel.
A Fourier sorok o¨sszegze´sei te´mako¨rben ero˜s θ illetve Marcinkiewicz o¨sszeg-
ze´seket vizsga´ltam to¨bbva´ltozo´s Fourier transzforma´ltakra. Marcinkiewicz
e´s Zygmund klasszikus te´tele to¨bbva´ltozo´s integra´lhato´ fu¨ggve´nyek Fourier
sora´ro´l illetve transzforma´ltja´ro´l mond ki majdnem mindenu¨tt vett konver-
gencia´t, ha az indexek egy ku´pban helyezkednek el. Az egyik cikkemben ezt
a ku´p felte´telt gyeng´ıtettem u´gynevezett ku´pszeru˝ halmazokra. Itt u´jfajta,
a ku´pszeru˝ halmazto´l fu¨ggo˝ Hardy tereket vezettem be. A Hp Hardy terek
fontos szerepet ja´tszanak a harmonikus anal´ızisben. Sza´mos olyan te´tel van,
amely igaz az Lp (1 < p < ∞) terekre e´s a H1-re, de nem igaz L1-re. I´gy
a H1 Hardy te´r az Lp (1 < p < ∞) terek terme´szetes kiterjeszte´se´nek is
tekintheto˝. Foglalkoztam a σθ∗ := sup |σθn| maxima´lopera´tor korla´tossa´ga´val,
ahol n ∈ Nd a ku´pszeru˝ halmazban van e´s
σθnf(x) :=
∞∑
k1=−∞
. . .
∞∑
kd=−∞
θ
( −k1
n1 + 1
, . . . ,
−kd
nd + 1
)
fˆ(k)eık·x
jelo¨li a θ fu¨ggve´ny a´ltal genera´lt o¨sszegze´sre vonatkozo´ ko¨zepeket. Ekkor σθ∗
korla´tos Lp-n (1 < p < ∞), de nem korla´tos L1-en. Igazoltam, hogyha
θ kiele´g´ıt bizonyos, ele´g ta´g felte´teleket, akkor σθ∗ korla´tos Hp-bo˝l Lp-be
(p0 < p <∞), ahol p0 < 1. Emle´keztetu¨nk ra´, hogy Hp = Lp, ha 1 < p <∞.
Ebbo˝l interpola´cio´val ko¨vetkezik, hogy σθ∗ gyenge´n (1, 1) t´ıpusu´, ami a σ
θ
nf
θ-ko¨zepek majdnem mindenu¨tt valo´ konvergencia´ja´t biztos´ıtja. Ez a majd-
nem mindenu¨tt valo´ konvergencia bizony´ıta´sa´ra egy u´j mo´dszer kidolgoza´sa´t
is jelenti. Azt is igazoltam, hogy egy ku´pszeru˝ halmazon egy integra´lhato´
fu¨ggve´ny θ-ko¨zepei pontosan akkor konverga´lnak minden Lebesgue pontban,
ha θ egy Herz te´rben van. Ezt a te´telt kiterjesztettem Wiener amalga´m
terekre is, valamint Fourier transforma´ltakra is.
A´ltala´nos to¨bbva´ltozo´s o¨sszegze´seket vizsga´lva ele´gse´ges felte´telt adtam θ-
ra, hogy konvergencia´t illetve egyenlo˝tlense´geket nyerju¨nk Wiener amalga´m
e´s Hardy terekben. Itt a Ga´bor anal´ızisben haszna´latos Wiener amalga´m
terek mellett a modula´cio´s tereket is alkalmaztam a szumma´cio´elme´letben.
Ha θ pe´lda´ul eleme a Feichtinger algebra´nak vagy egy su´lyozott modula´cio´s
te´rnek, akkor σθ∗ korla´tos H1-bo˝l L1-be. Ezt az egyenlo˝tlense´get is kiter-
jesztettem p < 1-re. Megvizsga´ltam a Lebesgue pontok fogalma´t illetve ezek-
ben a pontokban az o¨sszegze´sek konvergencia´ja´t to¨bbva´ltozo´s fu¨ggve´nyekre e´s
a´ltala´nos´ıtottam a te´teleket Walsh-Lebesgue pontokra. Ez uto´bbi a´ltala´no-
s´ıta´s le´nyeges u´j o¨tleteket e´s defin´ıcio´kat is ko¨vetelt. Goginava gru´z pro-
fesszorral a´ltala´nos´ıtottuk a Lebesgue pontok fogalma´t to¨bbva´ltozo´s Walsh-
Fourier sorok Marcinkiewicz o¨sszegze´se´re, ı´gy nyertu¨k a Marcinkiewicz-Lebes-
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gue pontokat. Igazoltuk, hogy az o¨sszegze´s minden Marcinkiewicz-Lebesgue
pontban konvergens.
Schipp Ferenccel a Fourier sorok θ-o¨sszegze´se´nek diszkre´t va´ltozata´t vizs-
ga´ltuk to¨bb dimenzio´ban is. Folytonos fu¨ggve´nyekre a diszkre´t re´szleto¨ssze-
gek egyenletesen konverga´lnak az eredeti fu¨ggve´nyhez. Tova´bba´ approxi-
ma´cio´elme´leti eredme´nyeket is kaptunk, pl. a Jackson polinomok egyenletes
konvergencia´ja´t. Szili La´szlo´val su´lyozott Jacobi-Fourier sorokra igazoltunk
egyenletes konvergencia´t.
Jelento˝s hozza´ja´rula´ske´nt az elo˝bb eml´ıtett loka´lis Hardy tereket a szum-
ma´cio´elme´letben is alkalmaztam. Mivel a loka´lis Hardy terek ma´s atomokkal
(is) rendelkeznek, mint a klasszikus Hardy terek, eze´rt a bizony´ıta´sok is ne-
hezebbek. Az o¨nmagukban is e´rdekes egyenlo˝tlense´gek mellett a Fourier
transzforma´ltakra vonatkozo´ o¨sszegze´sek majdnem mindenu¨tt valo´ konver-
gencia´ja´t integra´lhato´ fu¨ggve´nyekro˝l kiterjesztettem Wiener amalga´m te´rbeli
fu¨ggve´nyekre.
Ve´gezetu¨l foglalkoztam a ke´t- e´s to¨bbva´ltozo´s trigonometrikus Fourier
sorok u´gynevezett ha´romszo¨g o¨sszegze´seivel is (ku¨lo¨n kellett vizsga´lni ezt a
ke´t esetet). Mivel itt a magfu¨ggve´nyek nagyon bonyolultak, eze´rt ezt az
o¨sszegze´st kevesebben vizsga´lta´k. A Fourier sorok ha´romszo¨g re´szleto¨sszege´t
az
skf(x) :=
∑
j∈Zd,|j|≤k
fˆ(j)eıj·x
formula´val definia´ljuk, ahol | · | az egyes norma´t jelo¨li, azaz |j| := j1+ . . .+jd.
Ha csak az elso˝ s´ıknegyedet tekintju¨k, akkor valo´ban egy ha´romszo¨gben adjuk
o¨ssze az elemeket. Ezekre a re´szleto¨sszegekre egye´bke´nt sok egyva´ltozo´s te´tel
igaz marad, pe´lda´ul a Carleson te´tel is teljesu¨l. A θ-ko¨zepeket a
σθnf(x) :=
∑
j∈Zd
θ
( |j|
n
)
fˆ(j)eıj·x
ke´plettel vezetju¨k be, ahol most θ egyva´ltozo´s fu¨ggve´ny. A θ-ra vonatkozo´ bi-
zonyos felte´telek mellett igazoltam, hogy σθ∗ korla´tos Hp-bo˝l Lp-be e´s gyenge´n
(1, 1) t´ıpusu´. Ebbo˝l ko¨vetkezo˝en a θ-ko¨zepek majdnem mindenu¨tt kon-
verga´lnak a fu¨ggve´nyhez, ha a fu¨ggve´ny integra´lhato´. Fourier transzforma´l-
takra hasonlo´ te´telek igazak.
September 5, 2011
Dr. Weisz Ferenc
egyetemi tana´r
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